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Дәрiстiң мақсаты – интегралдау амалының көмегiмен функцияның алғашқы функциясын табу және

оның қасиеттерiн үйрену

Негiзгi сұрақтар:

1. Анықталмаған интеграл және оның қасиеттерi.

2. Алғашқы функция. Функцияны интегралдау амалы.

1 Алғашқы функция және анықталмаған интеграл

Дифференциалдық есептеуде берiлген функция бойынша оның туындысын табу есебi қойылады. Ма-

тематикалық талдаудың көптеген қолданылуларында — геометрияда, физикада, механикада жиi кез-

десетiн есептерде — берiлген туындысы бойынша функцияның өзiн анықтау қажет, яғни интегралдау

дифференциалдауға керi амал.

Анықтама 1.1. Егер f(x) және F (x) функциялары (a, b) интервалында анықталған, кез келген x ∈

(a, b) нүктесiнде F (x) дифференциалданып,

F ′(x) = f(x) (1.1)

теңдiгi орындалса, онда F (x) функциясын f(x) функциясының (a, b) интервалындағы алғашқы (ба-

стапқы) функциясы деп атайды.

Ескерту. Кесiндiде, жартылай аралықта және шексiз аралықта f(x) функциясының алғашқы функ-

циясы жоғарыдағыдай анықталады.
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Мысалдар

1. F (x) = cosx функциясы (−∞,+∞) аралығындағы f(x) = − sinx функциясының алғашқы функци-

ясы, себебi:

F ′(x) = (cosx)′ = − sinx = f(x).

Сонымен бiрге F (x) = cosx± 5 та алғашқы функциялар.

2. F (x) = x3 функциясы (−∞,+∞) аралығында f(x) = 3x2 функциясының алғашқы функциясы:

F ′(x) = (x3)′ = 3x2 = f(x).

3. F (x) = arcsinx функциясы f(x) =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1) үшiн алғашқы функция:

F ′(x) = (arcsinx)′ =
1√

1− x2
= f(x).

Жоғарыдағы мысалдардан алғашқы функцияның бiрмәндi анықталмайтыны көрiнедi. Егер F (x) функ-

циясы (a, b) интервалында f(x) функциясының алғашқы функциясы болса, онда F (x) + C, мұнда C

кез келген тұрақты сан, да алғашқы функция болады.

Теорема 1.1. Егер F1(x) және F2(x) функциялары (a, b) интервалында f(x) функциясының кез келген

алғашқы функциялары болса, онда ∀x ∈ (a, b) үшiн

F1(x)− F2(x) = C,

мұнда C — тұрақты сан.

Доказательство. Φ(x) = F1(x)−F2(x) деп алайық. F1(x) және F2(x) функциялары дифференциалда-

натындықтан, Φ(x) те дифференциалданады және:

Φ′(x) = F ′
1(x)− F ′

2(x) = f(x)− f(x) = 0.

Демек, Φ(x) тұрақты функция, яғни F1(x)− F2(x) = C.

Анықтама 1.2. (a, b) интервалында берiлген f(x) функциясының барлық алғашқы функциялар жиын-

тығын f(x) функциясының анықталмаған интегралы деп атайды, оны
ˆ

f(x) dx = F (x) + C

түрiнде белгiлейдi, мұнда C — еркiн тұрақты.
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Жоғарыдағы мысалдарға оралсақ:

ˆ
sinx dx = − cosx+ C.

ˆ
3x2 dx = x3 + C.

ˆ
dx√
1− x2

= arcsinx+ C.

Анықталмаған интеграл анықтамасы және оның қасиеттерi

Анықталмаған интеграл анықтамасынан төмендегi қасиеттер шығады.

1. Анықталмаған интегралдың туындысы интеграл астындағы функцияға тең:(ˆ
f(x) dx

)′

= f(x).

Шынында, (ˆ
f(x) dx

)′

= (F (x) + C)′ = F ′(x) = f(x).

2. Анықталмаған интегралдан алынған дифференциал интеграл астындағы өрнекке тең:

d

(ˆ
f(x) dx

)
= f(x) dx.

Шынында,

d

(ˆ
f(x) dx

)
= d(F (x) + C) = dF (x) = f(x) dx.

Демек, егер дифференциал белгiсi интеграл белгiсiнiң алдында тұрса, олар өзара қысқарады.

3. Дифференциалдан алынған анықталмаған интеграл:

ˆ
dF (x) = F (x) + C.

Шынында, ˆ
dF (x) =

ˆ
F ′(x) dx = F (x) + C.
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6.2 Анықталмаған интегралдың негiзгi қасиеттерi

Теорема 6.2.1. Тұрақты санды анықталмаған интеграл алдына шығаруға болады:

ˆ
kf(x) dx = k

ˆ
f(x) dx, k = const.

Дәлелдеу. (ˆ
kf(x) dx

)′

= kf(x),

(
k

ˆ
f(x) dx

)′

= kf(x).

Теорема дәлелдендi.

Теорема 6.2.2. Алгебралық қосындының анықталмаған интегралы анықталмаған интегралдардың

алгебралық қосындысына тең:

ˆ
[f(x)± g(x)] dx =

ˆ
f(x) dx±

ˆ
g(x) dx.

Дәлелдеу. Егер F ′(x) = f(x) және G′(x) = g(x), онда

[F (x)±G(x)]′ = F ′(x)±G′(x) = f(x)± g(x).

Теорема дәлелдендi.

6.3 Анықталмаған интегралдар кестесi

Әрбiр дифференциалдау формуласына сәйкес интегралдау формуласы бар:

ˆ
f(x) dx = F (x) + C.
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I
ˆ

0 dx = C.

II
ˆ

1 dx = x+ C.

III
ˆ

xαdx =
xα+1

α+ 1
+ C, α ̸= −1.

IV
ˆ

dx

x
= ln |x|+ C.

V
ˆ

ax dx =
ax

ln a
+ C, a > 0, a ̸= 1.

VI
ˆ

ex dx = ex + C.

VII
ˆ

sinx dx = − cosx+ C.

VIII
ˆ

cosx dx = sinx+ C.

IX
ˆ

dx

cos2 x
= tanx+ C.

X
ˆ

dx

sin2 x
= − cotx+ C.

XI
ˆ

dx√
1− x2

= arcsinx+ C.

XII
ˆ

tanx dx = − ln | cosx|+ C.

XIII
ˆ

cotx dx = ln | sinx|+ C.

XIV
ˆ

dx

1 + x2
= arctanx+ C.

XV
ˆ

dx

a2 − x2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣∣+ C.

XVI
ˆ

dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C.

XVII
ˆ

dx

a2 + x2
=

1

a
arctan

x

a
+ C.

XVIII
ˆ

sinhx dx = coshx+ C.

XIX
ˆ

coshx dx = sinhx+ C.

XX
ˆ

dx

cosh2 x
= tanhx+ C.

XXI
ˆ

dx

sinh2 x
= − cothx+ C.

XXII
ˆ

dx√
x2 ± α

= ln
∣∣∣x+

√
x2 ± α

∣∣∣+ C.



1 Алғашқы функция және анықталмаған интеграл 6

6.4 Анықталмаған интегралды интегралдау әдiстерi

Айнымалыны алмастыру әдiсi

Теорема 6.4.1. t = φ(x) қатаң монотонды және дифференциалданатын функция болсын. Егер
ˆ

g(t) dt = G(t) + C,

онда ˆ
g[φ(x)]φ′(x) dx = G[φ(x)] + C.

Бұл ереже күрделi функцияны дифференциалдау формуласынан шығады:

d

dx
G(φ(x)) = G′(φ(x))φ′(x) = g(φ(x))φ′(x).

Айнымалыны алмастыру әдiсiнiң мәнi: ˆ
f(x) dx

түрiндегi интегралда t = φ(x) алмастыру енгiзiп,

f(x) dx = g(t) dt

түрiне келтiру.

Сонда интеграл: ˆ
f(x) dx = G(φ(x)) + C.

Айнымалыны алмастыру интегралдаудың ең тиiмдi әдiстерiнiң бiрi.

Бөлiктеп интегралдау әдiсi

Теорема 6.4.2. Егер u(x) және ϑ(x) функциялары X аралығында анықталған дифференциалданатын

функциялар және осы аралықта ϑ(x)u′(x) функциясының алғашқы функциясы бар болса, онда осы

аралықта u(x)ϑ′(x) функциясының да алғашқы функциясы бар және
ˆ

u(x)ϑ′(x) dx = u(x)ϑ(x)−
ˆ

ϑ(x)u′(x) dx, (6.4.9)

немесе қысқа түрде ˆ
u dϑ = uϑ−

ˆ
ϑ du. (6.4.10)
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Дәлелдеу. u(x)ϑ(x) көбейтiндiсiнiң туындысы белгiлi:

[u(x)ϑ(x)]′ = u′(x)ϑ(x) + u(x)ϑ′(x). (6.4.11)

(6.4.11) теңдiктiң екi жағын dx-ке көбейтемiз:

[u(x)ϑ(x)]′dx = u′(x)ϑ(x) dx+ u(x)ϑ′(x) dx.

Ендi интегралдаймыз:
ˆ
[u(x)ϑ(x)]′dx =

ˆ
u′(x)ϑ(x) dx+

ˆ
u(x)ϑ′(x) dx.

Осыдан: ˆ
u(x)ϑ′(x) dx =

ˆ
[u(x)ϑ(x)]′dx−

ˆ
ϑ(x)u′(x) dx.

Ал ˆ
[u(x)ϑ(x)]′dx = u(x)ϑ(x) + C,

сондықтан X аралығында барлық x ∈ X үшiн
ˆ

u(x)ϑ′(x) dx = u(x)ϑ(x)−
ˆ

ϑ(x)u′(x) dx.

(6.4.10) формула дәлелдендi.

(6.4.10) формуладағы ˆ
u dϑ

түрiндегi интегралды есептеу ˆ
ϑ du

түрiндегi интегралға келтiрiлдi. Мұндағы соңғы интеграл не кестелiк, не интегралдауы жеңiл болуы

тиiс.

(6.4.10) формуланы бөлiктеп интегралдау формуласы деп атайды.

2 Қосымша ақпарат

Студент толық ақпаратты [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14] жұмыстардан қарауға

болады.
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